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Resumen: En este trabajo se estudia una teoria de gravedad modificada, la 1lamada teoria de Rastall y, se exploran
consecuencias fisicas que pudieran ser contrastadas con datos observacionales. Esta teoria se puede llevar mediante un mapeo
a una gravedad de Einstein con un tensor de energia-momento modificado. Se analiza un modelo cosmologico con métrica
de Friedmann y contenido de materia del universo compuesto por materia oscura y energia oscura. Se calcula el factor de
escala, los parametros de densidad y el parametro de Hubble del modelo.
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Abstract: In this work we study a modified gravity theory, the so-called Rastall theory and, we explore the physical
consequences that can be tested with observational data. This theory can be maped to an Einstein gravity with a modified
Energy-momentum tensor. We analyze a cosmological model with Friedmann metric which is filled with dark matter and
dark energy. We compute the scale factor, density parameters and the Hubble parameter of the model.

Keywords: Cosmology, Rastall gravity.

1. Introduccioén

Desde su publicacion en 1915 la Teoria de la Relatividad
General de Einstein ha sido puesta a prueba de manera sistematica,
utilizando las observaciones y los datos astrofisicos. Las primeras
pruebas a las que fue sometida la teoria de la Relatividad General
de Einstein consistieron en contrastar las predicciones de la teoria
con las observaciones astrofisicas de la desviacion de los rayos de
luz por una fuente gravitacional y el avance del perihelio de la
trayectoria eliptica de Mercurio alrededor del Sol [1].

En tiempos recientes se han realizado detecciones y
observaciones de objetos predichos por la Relatividad General que
durante muchos afios parecian ser solo curiosidades matematicas
que la teoria padecia, estos objetos son las ondas gravitacionales
y los agujeros negros [2, 3]. Esta teoria también ha sido utilizada
para modelar el universo en el que vivimos, este modelo es
llamado el Modelo Cosmoloégico Estandar, basado en el Principio
Cosmologico el cual establece que el Universo a grandes escalas
es homogéneo e isotropico. Este modelo es consistente con la
mayoria de las observaciones cosmologicas, sin embargo, necesita
que el Universo contenga un tipo de materia que solo interactua
gravitacionalmente, llamada materia oscura, y de una energia que
permea todo el universo y que provoca una aceleracion del
universo, llamada energia oscura. La materia y energia oscura son
hoy en dia dos de las grandes incognitas de la fisica moderna, ya
que desconocemos su naturaleza, solamente observamos cual es
su efecto en el universo [4, 5].

Esto nos hace pensar que, tal vez, la Teoria de la Relatividad
General de Einstein no es la teoria que describa la interaccion
gravitacional a todas las escalas, es decir, que hay otras teorias que

describen la interaccion gravitacional donde la Relatividad
General tiene problemas y que contienen a esta ultima en algin
limite. Siguiendo esta serie de ideas, estas teorias nos explicaran
la naturaleza de las componentes “oscuras” del Universo o tal vez
no sean necesario incluirlas para describir al Universo. En los
ultimos afios los fisicos que se dedican al area de gravitacion han
propuesto una gran cantidad de teorias y modelos que modifican
la teoria de la gravedad de Einstein o que la contienen en un limite.
Algunas han logrado cierto éxito, sin embargo, no se han logrado
consolidar por presentar inconsistencias matematicas u
observacionales. A pesar de esto, nos han mostrado nuevos
caminos que pueden explorarse con la finalidad de tener un mejor
entendimiento de las teorias y de la naturaleza del Universo y de
la interaccion gravitacional.

En este trabajo se presentan una propuesta de gravedad
modificada la llamada teoria de Rastall [6]. Esta teoria tiene un
parametro libre y en un limite se recupera la gravedad de Einstein.
Una de las caracteristicas importantes de esta teoria es que en sus
ecuaciones de campo se tiene un tensor de energia-momento el
cual no se conserva. En este trabajo se propone un modelo
cosmologico con métrica de Friedmann plana (que esta de acorde
con las observaciones cosmolégicas) [4] y con un contenido de
materia oscura y energia oscura (las componentes de materia y
energia que dominan actualmente al universo) en la gravedad de
Rastall y se mapea a la gravedad de Einstein, donde calculamos el
factor de escala, el parametro de Hubble y los parametros de
densidad. Ademas, se propone que los dos tipos de componentes
del universo interactiien entre ellos, lo cual hace que el modelo sea
mas general que lo que se usualmente se reporta.
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2. Marco tedrico

La Relatividad General de Einstein o gravedad de Einstein y la
gravedad de Rastall estan escritas en forma tensorial [7, 8], por lo
que las componentes de los tensores se denotan por letras con
subindices griegos. Las ecuaciones de la gravedad de Rastall son

G + Klgm,R = KT, @)
donde
_4n-1 _ n(n-1) _ _
K=o ke A= e K6 = 8nG, n=xkl (2)

Gy =Ry — % guvR es el tensor de Einstein, R, es el tensor de

Ricci, R es el escalar de curvatura, A es un parametro libre que
caracteriza a la teorfa de Rastall, g,,,, es la métrica del espacio-
tiempo, R es el escalar de curvatura, T, es el tensor de energia-
momento y G es la constante de gravitacion de Newton, los
indicesu =v =0,1,2,3. La Ec. (1) es en general 10 ecuaciones
diferenciales parciales, no lineales, no homogéneas y acopladas.
Estas se pueden resolver analiticamente y se puede reducir en
numero si consideramos modelos con alta simetria.

En la descripcion del universo mediante una teoria de gravedad
se utiliza el Principio Cosmoldgico, el cual establece que el
Universo es homogéneo e isotropico a grandes escalas. Una de las
meétricas que son compatibles con este principio es la llamada
métrica de Friedmann. Estd métrica considera 3 posibles
curvaturas para la parte espacial del universo: plana, positiva o
negativa. Las observaciones cosmoldgicas recientes nos dicen que
la curvatura espacial de universo es plana. Ademas de una métrica
necesitamos introducir el contenido de materia y energia del
Universo a través del tensor de energia-momento y modelamos
este contenido de materia como un fluido perfecto. En nuestro
modelo consideraremos que el contenido del universo es materia
oscura (sin presion) y una densidad de energia constante p,, con
presion P,, que representa a la energia oscura,

ds? = —dt? + a(t)?[dr? + r?(d8? + sen?08d¢p?)] (3)

donde la funcion a(t) es llamada el factor de escala y nos dice la
razén de expansion del universo, es decir, para una funcion a(t)
creciente, significa que el universo se estd expandiendo. Con esta
meétrica podemos calcular el tensor de Einstein, el escalar de
curvatura los cuales sustituimos en las ecuaciones de campo de la
gravedad de Rastall, Ec. (1), y usando las componentes del tensor
de energia-momento para el fluido perfecto, obtenemos las
ecuaciones [9,10]

(127 = )H? + 6nH = = ko(pm +p1) (@)
(12n — 3)H? + (6n — 2)H = X2k P 5
n n en—1 /GA

donde H = a/a es el parametro de Hubble. Estas son dos
ecuaciones y 4 cantidades a determinar, el factor de escala a(t),
las densidades p,, y pa, v la presion P,. Es necesario introducir
otras ecuaciones linealmente independientes a las que obtenemos
de las ecuaciones de Einstein. Una de ellas es la ecuacion de
continuidad para el fluido perfecto

3n-1\ . 3n . _
5)p+ ()P +3H(+P) =0 6)
la cual es valida para cada una de las componentes del universo,
la materia oscura y la energia oscura. Otra ecuacion independiente
es la ecuacion de estado para un fluido perfecto, que es una
relacion entre la densidad de energia y la presion

P=wp (7

De nuevo, esta ecuacion es valida para las dos componentes
del Universo y donde w =7/(3n —1) es un parametro que
caracteriza a cada tipo de componente. Al sustituir la Ec. (7) en la
Ec. (6) obtenemos una relacion entre la densidad de energia p y el
factor de escala a. En el caso particular de la materia oscura
(presion nula) obtenemos la Ec. (8).

3n-1\ .
(5) fm + 3Hpm =0 ®)
la cual es una ecuacion separable que podemos resolver y obtener
3(1-4m)
pm(t)=Cra -1 9

donde C; es una constante de integracion.

3. Metodologia

Para encontrar el factor de escala, las densidades y la presion
en funcién del tiempo necesitamos resolver el conjunto de
ecuaciones. Para lograr esto procedemos de la siguiente manera.

Primero, de las Ecs. (4) y (5) podemos eliminar H y obtener la Ec.
(10).

Un-D[3(entiZ-1)+xpatem=3nem)] _
3n(6n—1)

(10)

la cual resolvemos para p,,, y sustituimos en la Ec. (5) y asi obtener
una ecuacion para H(t)

%+ 3(4n— DH?+(6n—2)H=0  (11)
que tiene como solucion
_ KpA J3rpa(6n-1) (1-47
h(t) = \/3(67’]—1) tan (1872-97+1) ( 2 )t] (12)

y de la relacion entre el parametro de Hubble y el factor de escala
H(t) = a/a, encontramos el factor de escala

2(1-3m),/6n-1
_ V3Kpa(1-4n) (1-3n)y/3(181-3)
a(®) = [COS (2(1—377)% t '

Una de las cantidades que son medidas en las observaciones
astrofisicas y cosmologicas es el corrimiento z que, para un
universo en expansion, es un corrimiento al rojo. La relacion entre
el factor de escala y el parametro z es

(13)

1
a(z) = Tz’

(14)

Al sustituir las Ecs. (14) y (9) en la Ec. (10), obtenemos el
parametro de Hubble H en términos del pardmetro de corrimiento
Z.
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3(1-47m)
1\ 37=1"
C1K(377—1)(m) 31=1 —kepp

20, —
H*(2) = 3(67-1)

(15)
Por otro lado, para que un universo sea con curvatura espacial
plana es necesario que tenga una densidad de energia critica

= 367D e (16)

€ k(3n-1)

la cual, al ser evaluada en el tiempo cosmologico actual ¢,
(presente) y despejando el pardmetro de Hubble H evaluado en t,,

k(3n-1)

H*(ty) = Ho2 = 367-1) pc(to). (17)
Ademas, al evaluar la Ec. (10) en t, obtenemos
(pa+(1-31)pm)
Hy? = — SRS p () (18)

Haciendo el cociente entre la las Ecs. (17) y (18) encontramos
relacion

PA P m

—_— =1.
(1-3mpc Pc

(19)

Una cantidad que es de gran ayuda en el analisis de los
modelos cosmolodgicos en las distintas teorias es el parametro de
densidad Q0 = p/p., que de acorde a las observaciones actuales
para la materia oscura (,,(t,) = 0.3 y para la energia oscura
Q,(ty) = 0.7. Utilizando esta relacion obtenemos el valor de la
contante de integracion de la Ec. (9)

_ ___3pA
€= 7(37-1)"

(20)

Al sustituir las Ecs. (9) y (14) en la Ec. (19), obtenemos los
parametros de densidad para la materia oscura y energia oscura en
términos del parametro de corrimiento al rojo z

3
c16n-1)(—)*" T
Qm — 1i (1+z) . (21)
o) - en-1(55) !
y
1 \s
Q= o) ; (22)

oA )T =1 3n-1)(55) T
3.1 Materia interactuante

La ecuacién de continuidad Ec. (6) es valida para cada
componente del universo, que en este modelo son la materia
oscura y la energia oscura. Sin embargo, se puede proponer una
interaccion entre estas componentes del universo mediante la Ec.
(6) al igualarla a una funcién que como propuesta inicial es
proporcional a la densidad de energia oscura en la teoria de Rastall

QF = Cpy” (23)

donde los superindices E y R denotan la teoria donde se definen,
Einstein (E) o Rastall (R). Utilizando esta notacion, el mapeo entre
el tensor de energia-momento de ambas teorias esta dado por la
Ec. (23).

Graficade a(t) vs t

a(t)

— n=-0.02
n=-0.01
n=0

— =001

— 1=0.02

800 1000 t

Fig. 1. En esta figura se grafica el factor de escala a(t) en funcién del
tiempo cosmologico t, para diversos valores del parametro 7.

E _ R 1/ 2
To® = Tw® = 5(55) 9T (23)
donde TR = T“uR = g‘“’TwR es la traza del tensor de energia-
momento en la teoria de Rastall.

4. Resultados

En esta seccion presentaremos los resultados relevantes de este
trabajo. Primero presentaremos la grafica del factor de escala, de
la Ec. (13), a(t) vs el tiempo t, para diferentes valores del
parametro 1, ver la Fig. 1. En todos los casos tenemos un universo
que se expandira para siempre “Big Chill”, solamente la razon de
expansion difiere para cada uno de los valores del parametro 7.

Otra grafica que obtenemos de la Ec. (15) es la del parametro
de Hubble H(z)/Hy(1 + z) vs z es la de la Fig. 2. En la grafica se
observa que después de z = 1 el comportamiento del parametro
de Hubble para todos los valores del pardmetro 1 se aproxima a
una linea recta. Para 0 < z < 1 el comportamiento necesita un
analisis mas profundo.

En la Fig. 3 se muestra la grafica de los parametros de densidad
de la materia oscura (), y energia oscura {1, vs el parametro de
corrimiento al rojo z para 3 distintos valores del parametro 7. Para
un universo inicialmente dominado por materia oscura y poca
cantidad de energia oscura, (,, > (,, la grafica nos muestra que
al expandirse el universo la materia oscura decrece y la energia
oscura domina para etapas tardias del universo Q,, < ,.

Ademads, como parte de los resultados, se obtuvieron
expresiones analiticas, de la forma

paR = Ak, 4, w)pp*® (24)

para la densidad de energia oscura en la teoria de Rastall en
términos de la densidad de energia oscura en la teoria de Einstein
y de los parametros k, 1y w. Esto representa un mapeo entre las
cantidades en ambas teorias.

Una propuesta que se presenta en este trabajo es que las dos
componentes del universo interactian de alguna forma. La forma
en que se modela esta interaccion puede ser diversa, para este
trabajo utilizamos una de la forma:
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Graficade H(z)/Hy(1+z) vs z

H(z)
Hg (z+1)

— n=-0.02
n=-0.01
n=0

— n=0.01

— n=0.02

1.0 15 2.0 25

Fig. 2. En esta figura se grafica el factor de escala H(z)/Hy(1 +
Z) vs z para distintos valores del parametro 7.

Grifica de Q, y Q,, vs Z, para valores den = —0.5,0,0.5
Q(2)

— Qa(n=-0.05)
Qa(n=0)
Qx(n=0.05)

- Qp(n=-0.05)

— Qp(n=0)

— Qp(7=0.05)

Fig. 3. En esta figura se presenta la grafica de los pardmetros de densidad
de materia oscura y energia oscura vs el corrimiento para 3 distintos
valores del pardmetro 7.

QF = A(k, 4, w)ps°® (25)
que para la materia oscura nos provee de la siguiente relacion
2
P = ——pm” (26)

Recordemos que, la materia oscura se modela como un fluido
perfecto sin presion, es decir B, = 0. Si introducimos a la teoria
de Rastall un fluido con estas propiedades, al realizar el mapeo a
la teoria de gravedad de Einstein obtenemos una expresion para la
presion de la materia oscura no nula, es decir, obtenemos que la
presion de la materia oscura en la teoria de gravedad de Einstein
es distinta de cero. Este es un resultado importante, que puede
explorarse mas a fondo en trabajos futuros, ya que nos permite
proponer contenidos de materia usuales en la teoria de Rastall y al
realizar el correspondiente mapeo a la teoria de la gravedad de
Einstein podemos analizar las propiedades de la materia en la
teoria de Einstein.

5. Conclusiones

En este trabajo se estudia la teoria de gravedad modificada de
Rastall mediante el uso de un modelo cosmoloégico particular, el
de Friedmann, e incluimos dos tipos de componentes al Universo,
materia oscura y energia oscura modeladas mediante un fluido
perfecto y las cuales pueden interactuar.

Esta teoria depende del parametro 7, el cual mide que tanto se
desvia la teoria de Rastall de teoria de la gravedad de Einstein. En
el limite cuando 7 — 0, la teoria de Rastall y la teoria de Einstein
son la misma. Este parametro es adimensional y toma valores
reales de tal manera que las cantidades fisicas que dependen de el
estan bien definidas.

Encontramos el factor de escala para este modelo
cosmoldgico, Ec. (13) y su grafica se presenta en la figura 1. La
grafica se muestra para distintos valores del parametro 1 y en todas
ellas se muestra un universo en expansion para todo tiempo, este
tipo de universos son llamados universos “Big Chill”, ya que
estaran en expansion por siempre, causando un enfriamiento del
Universo y la disociacion completa de toda materia. Para valores
positivos del pardmetro 7 el factor de escala crece mas rapido que
para valores negativos del mismo parametro 7, esto nos hace
concluir que el pardmetro 7 juega un papel importante en la
descripcion de la expansion del Universo y podria ser ajustado
utilizando datos de observaciones cosmologicas.

En la Fig. 2 se muestra la grafica del pardmetro de Hubble
H(z)/Hy(1+z) vs el corrimientoz. Los datos de las
observaciones de las galaxias nos dicen que todas las galaxias se
alejan de nosotros como observadores (debido a la expansion del
Universo) obedeciendo una ley llamada la Ley de Hubble. Esta ley
establece que la velocidad a la que se alejan las galaxias de
nosotros es proporcional a la distancia a la que estan, mas alejada
una galaxia de nosotros a mayor velocidad se aleja, v = Hyd,
donde la constante de proporcionalidad H, es la constante de
Hubble, o el parametro de Hubble al tiempo actual t,. En el
analisis que podemos hacer inicialmente de esta grafica podemos
decir que, asi como en el factor de escala, el parametro n hace que
el parametro de Hubble varié en su comportamiento al graficarlo
contra el corrimiento. A futuro podemos realizar ajustes con los
datos observacionales que se tienen de los catdlogos de galaxias y
se puede hacer un analisis mas profundo acerca de la forma que
tienen las graficas.

En la Fig. 3 se presenta la grafica de los parametros de
densidad de la materia oscura y de la energia oscura, en términos
del corrimiento y para distintos valores del pardmetro 1 =
—0.5,0,0.5. Las graficas muestras que, dada un parametro de
densidad inicial (al inicio del Universo) para la materia oscura y
para el parametro de densidad para la energia oscura, el pardmetro
de densidad de la materia oscura disminuye conforme el universo
se expande, es decir, la materia oscura se diluye conforme
transcurre el tiempo como lo haria la densidad de materia usual
que conocemos, al incrementar el volumen que la contiene. La
densidad de energia oscura incrementa al expandirse el Universo
y termina dominando la dindmica del universo para tiempos
tardios del Universo. Este tipo de comportamiento del parametro
de densidad de energia oscura hace que el universo tenga una etapa
de aceleracion, la cual para nuestro universo es observada. La
grafica también muestra que en algin momento de la expansion
del universo la materia oscura y la energia oscura contribuyeron
de igual manera a la expansion del universo, esto se puede
observar de la interseccion de las graficas alrededor de z = 0.35.

Las expresiones analiticas encontradas para la presion en la
gravedad de Einstein para un fluido sin presion en la gravedad de
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Rastall, nos hacen pensar que es posible realizar distintas
propuestas ya conocidas en la gravedad de Rastall y obtener
resultados nuevos en la teoria de Einstein. Desde el punto de vista
tedrico es muy interesante este tipo de relaciones, ya que nos
permite mapear tipos de materia ya analizadas en la literatura a
nuevos tipos de materia en la teoria de Einstein y utilizarlas para
modelar el contenido de materia y energia del universo y analizar
si estdn de acorde o no con los datos de las observaciones
astrofisicas y cosmologicas.
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