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Resumen:

En este documento se presentan avances de una investigacion en desarrollo que pretende
caracterizar los niveles de matematizacion que alcanzan los estudiantes de un curso de Calculo
Integral en la comprension del Teorema Fundamental del Calculo (TFC), mediante el uso de
tecnologias digitales a través del disefio, implementacion y evaluacion de una secuencia de
situaciones. Para lo anterior usaremos la Educacion Matematica Realista (EMR) y mostraremos la
descripcion de una secuencia de tareas planteadas en dos situaciones problematicas realistas dentro
del Fendémeno de Caida Libre, dado a partir de los primeros resultados de un andlisis
fenomenoldgico didéactico en construccion, y la caracterizacion a priori del nivel Referencial.
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| Introduccion

La comprension de los objetos matematicos asociados a las ideas de variacién y acumulacion son
complejos, y lo es mas la articulacion entre estos, la cual se establece a través del Teorema
Fundamental del Calculo (Robles, Tellechea y Font, 2014). En cuanto a la ensefianza y el
aprendizaje de dichos objetos, Mufioz (2000) menciona que una de las problematicas principales
es la separacion entre lo algoritmico y lo conceptual, y para propiciar el enlace, este autor identifica
una condicion necesaria que se refiere a la existencia de situaciones problema. Freudenthal (1991)
las define como contextos y situaciones problemadticas realistas, en el sentido de representables,
razonables e imaginables para los estudiantes y que son las generadoras de su actividad
matematizadora, concibiendo dicha actividad como el proceso que conlleva a la organizacion de la
realidad con medios matematicos, incluida la matematica misma. Esta actividad es un proceso
discontinuo que pasa por distintos niveles, Situacional, Referencial, General y Formal.

Teniendo en cuenta que las representaciones estaticas y limitadas de los libros de texto utilizados
tradicionalmente en la ensefianza del célculo restringen la naturaleza dindmica de los objetos y la
limitan a ejemplos, que conducen a desarrollar una imagen restringida del concepto en cuestion
(Tall y Sheath, 1983) se hace relevante la introduccion de las tecnologias digitales en la educacion,
puesto que permiten la visualizacion dindmica de conceptos matematicos que no se logra
facilmente en el papel. Por tal razon, describimos una secuencia de tareas planteadas en dos
situaciones problematicas realistas con el uso de tecnologias digitales y la caracterizacion a priori
del Nivel Referencial.

I1. Educacion Matematica Realista

En este enfoque, los estudiantes deben aprender matematicas desarrollando conceptos y
herramientas matematicas en situaciones de la vida diaria que tengan sentido para ellos, éstas son,
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situaciones realistas. Donde “el término “realista” se refiere mas a la intencién de ofrecer a los
estudiantes situaciones problema que ellos puedan imaginar que a la realidad o autenticidad de los
mismos” (Van den Heuvel-Panhuizen, 2003, p.10).

Bressan, Gallego, Pérez y Zolkower (2016), basados en las ideas de la EMR, proponen los
siguientes niveles de matematizacion: Situacional, Referencial, General y Formal. Estos
representan el pasaje de conocimiento informal al formal y estan caracterizados por el tipo de
modelos que surgen cuando los estudiantes se enfrentan a una situacién problemadtica realista,
teniendo en cuenta que no se refiere a modelos preconstruidos e impuestos desde la matematica
formal sino a modelos emergentes. En el nivel Referencial aparecen las representaciones o modelos
graficos, materiales o notacionales, las descripciones, conceptos y procedimientos que
esquematizan el problema, pero siempre referidos a la situacion particular, los cuales describen y
esquematizan los conocimientos y procedimientos de la situacion problema.

Segun Drijvers, Boon, Doorman, Bokhove y Tacoma, (2013) el desafio estd en encontrar
situaciones que pidan el desarrollo de modelos emergentes y permitan un proceso de abstraccion
progresiva. Para encontrarlas, Freudenthal (1983) propone la realizacion de un Analisis
Fenomenologico Didactico, el cual inicia con la identificacién de los contextos donde tienen
sentido los objetos matematicos, los fendmenos donde surgen o son organizadores y las situaciones
donde tienen uso.

III. Proceso Metodologico

Para la identificacion de los contextos, fendmenos y situaciones matematicas donde el TFC tiene
sentido, surge y tiene uso, es importante analizar y responder los cuestionamientos ;para qué se
usa el TFC? ;a qué problemas da respuesta el TFC?, para ello estamos realizando una pequeia
revision epistemologica de los objetos matematicos inmersos en el TFC, derivada e integral
respectivamente y un pequeio andlisis del contenido matematico escolar teniendo como referencia
algunos libros utilizados usualmente en la ensefianza del Calculo Integral. A través de dicho
andlisis hemos logrado identificar el fendmeno de Caida Libre, en el que vale la pena referirnos a
las situaciones de hallar la distancia a partir de la velocidad y hallar la velocidad a partir de la
distancia, donde las tareas enmarcadas en dichas situaciones se disefiaron con el fin de caracterizar
los tres primeros niveles de matematizacion del TFC.

En el Nivel Referencial del TFC, teniendo en cuenta las acciones descriptoras planteadas por
Gonzales (2015), se espera que los estudiantes identifiquen y representen la relacion existente entre
las magnitudes variables, distancia y velocidad, a partir de las ideas de variacion y acumulacion
(Tabla 1).

Tabla 1: Descriptores nivel Referencial del Teorema Fundamental del Calculo

Acciones Descriptoras (Gonzales, 2005) Descriptores a priori (TFC)

Representar el problema de acuerdo con los Identificar y representar la distancia recorrida como la acumulacion
conceptos matematicos pertinentes y plantear del cambio de la velocidad.
supuestos.

Identificar y representar la velocidad de la pelota como la razon de
Comprender las relaciones existentes entre el  cambio de la acumulacion de la velocidad.
lenguaje del problema y el lenguaje formal y
simbolico que se necesita para comprenderlo
en términos matematicos.
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Traducir el problema a términos matematicos. Identificar y representar la relacion existente entre las magnitudes
variables (distancia-velocidad), acumulacion del cambio (distancia)
y razén de cambio de la acumulacion de la velocidad (velocidad).

Plantear los supuestos acerca de como encontrar una magnitud
variable (distancia, velocidad) conociendo la otra.

Fuente: realizada por los autores

La secuencia de tareas planteadas en las dos situaciones anteriores esta dirigida a estudiantes de
Célculo Integral que no han visto el TFC. Dichas tareas conducen a la construccion de modelos y
la abstraccion de estos. Para el desarrollo de la secuencia los estudiantes usaran el software Tracker,
el cual les permitira estudiar un fendmeno a través del seguimiento manual y automatizado de
objetos, obteniendo de forma inmediata informacion tabular y gréafica acerca de la posicion,
velocidad y aceleracion, y la exploracion de ideas de variacion y acumulacion.

En algunas de las tareas se espera que los estudiantes, de acuerdo con la informacion dada por
Tracker, en cuanto a la distancia recorrida por el objeto en instantes de tiempo, hallen la distancia
recorrida por éste en intervalos de tiempo. Posteriormente que hallen, en los mismos intervalos de
tiempo, el area bajo la curva velocidad con la ayuda del software y la comparen con las distancias
obtenidas en dichos intervalos y de acuerdo con esto, conjeturen que “la distancia recorrida por el
objeto en intervalos de tiempo estd dada por el area bajo la curva velocidad en los mismos intervalos
de tiempo”. De ahi, se espera que se cuestionen y logran conjeturar qué sucede en instantes de
tiempo.

Posteriormente se plantea el Zam=izle = T
analisis de la razon de cambio [ :

promedio e instantdnea del area
bajo la  curva  velocidad
(distancia), de manera tal que
concluyan en primera instancia
que “la velocidad promedio del
objeto esta dada por la razon de
cambio promedio del area bajo la
curva velocidad (distancia)”, y a
partir de la exploracion en el = — . :
software y las tareas planteadas -~ Figura 1: Simulacién en Tracker -
logren conjeturar que “la velocidad instantdnea del objeto estd dada por la razéon de cambio
instantanea del area bajo la curva velocidad (distancia)”. Se espera que los estudiantes logren
identificar que las magnitudes variables trabajadas en la situacion problema estan relacionadas,
como estan relacionadas, y como hallar una magnitud conocida la otra, utilizando los modelos
verbales que den cuenta de la derivada y la integral como conceptos que representan las ideas de
variacién y acumulacion respectivamente.
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IV. Reflexiones

Se espera que los estudiantes lleguen al Nivel General del TFC, esto es, que logren conjeturar que
los objetos matematicos, derivada e integral estdn relacionados, modelen dicha relacion y
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cuestionen la validez de éste.
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